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1. Ungleichungen

Satz: Rechenregeln fur Ungleichungen

Seia < A, dann gilt:

a) Addition: a+ b< A+ b
b) Subtraktion: a-b< A— Db
c) Multiplikation: Firb>= 0: a-b< A-b
Firb< 0:a-b>=A"-b b ist negativ, daher dreht sich die Ungleichung
d) Division: Fiirb > 0: 2<%
Firb <O0: % = % b ist negativ, daher dreht sich die Ungleichung
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1. Ungleichungen

Satz: Rechenregeln fur Ungleichungen (Forts.)

Sei b < B, dann qilt:

e) Addition: a+ b<a+B
f)  Subtraktion: a-b = a—B Ungleichung dreht sich, da-b > —B
g) Multiplikation: Fira= 0: a-b<a ‘B
Fira< 0:a-b=>=a "B a ist negativ, daher dreht sich die Ungleichung
h) Division: Istb >0und B >0 oderb <Qund B <0:

. a
Fura = 0: ;2

a ist negativ, daher dreht sich die Ungleichung
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1. Ungleichungen

Beispiel: Rechenregeln fur Ungleichungen fur b < B

Seia=—-4,b=2 B=3

e) Addition: (-4)+2<(-4)+3 & -2<-1
f)  Subtraktion: (-4)-2 =>(-4)—-3 ©-6=>-7
g) Multiplikation: a< 0, daher gilt:a - b=>a B
(—4)-2>(-4) 3o —-8>-12
h) Division: b>0undB >0und a< 0, daher gilt:
aca
b~ B
Ve o 2<-2~-1333
2 3 3
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1. Ungleichungen

Beispiel: Wichtige Ungleichung

Daraus ergibt sich eine wichtige Ungleichung:

1 )
1—£<1—n+1furnEN
Beispiel: n = 5:
1 1<1 =
5 5+ 1
= 1<1 =
5 6
J-0,2, \1- 0%26663
0,8 < 0,833
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1. Ungleichungen

Definition: Der Absolubetrag

FUr eine reelle Zahl x wird ihr Absolutbetrag definiert durch:

Beispiele:

31.10.2025

x| =

7| =7
-9l =—-(-9) =9

—x, furx <0
x, furx =0

& |x| = max(x, —x)

Absolutbetrag der Zahlen

10

- ® ap=|n|
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1. Ungleichungen

Satz: Rechenregeln fur den Absolutbetrag

Seienx,y € R

a) |x|=2 0V xund |x|=0 flir x=20

b) |=x|= |x|

o) I|x-yl = |x| - |yl
d) Fary =+ 0qilt:

‘x| x|
y ||

31.10.2025

Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein

10



1. Ungleichungen

Satz: Rechenregeln fur den Absolutbetrag (Forts.)

e) Die Dreiecksungleichung lautet:

x +yl= x| + |yl

f) Die umgekehrte Dreiecksungleichung lautet:

x —y| =|lx| = |yl

g) lx—yl=lx|— lylund |x +y| = |x| — |y|
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1. Ungleichungen

Satz: Die Ungleichung von Bernoulli

Firn €eN,a € Ra=> —-1qilt: 1 +a)"> 1 + na.

Beweisen Sie diese Ungleichung mittels vollstandiger Induktion.

i
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 1: Folge

a) Eine Folge (a,) ist eine Funktion N — R, die jeder naturlichen Zahl n eine reelle Zahl a,, zuordnet.

b) Bezeichnung der Glieder a4, a,,as, ..., an_1, a4y, Apyq, -

Beispiele:

e a,=2" fiurne N =a,={2,48,..}=>a,=2a,=4,..

1 .- 1 11 1 1

° bn1=£ furn € N ﬁan{I,E,g,...}ﬁblzIz1,b2=5,___
n .- 1 2 3 1 2

® Cp = —— furn € Nﬁcn={ , ) ,..}=>C1=—,C2=—,...
n+1 1+1° 241" 3+1 2 3
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen

a) Eine Folge a, n € N ist arithmetisch, geometrisch oder alternierend, wenn gilt:

Eigenschaft v € N Beispiele

arithmetisch Ani1- G, = d d € R
. An+1 s g € R,

geometrisch a,
q#*0

S apy1 = (4 ay

alternierend Apiq - An < 0
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

a) Arithmetische Folgen:

Eine Folge a,, ist arithmetisch, wenn es eine

Konstante d € R gibt, sodass

far allen € N qilt:

o Beispiel:
" a,=34+2nmitd =2

= Startwert 3
= konstante Differenz 2

31.10.2025

an

Arithmetische Folge

® Arithmetische Folge: ap=3+2n
21 8
19 ~ L
17 A &
15 &
13 ]
11 ~ >
g -
7 -
5 4
39
T
0 4 5 6 7 8 9
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

a) Geometrische Folgen:
Eine Folge a,, ist geometrisch, wenn es eine
Konstante g € R, g # 0 gibt, sodass R
2500+ ® 4n

furallen e Ngqilt: a,,.1 =q-a,

2000 ~

1500

o Beispiel: s
" a,=5:-2"mitq =2 1000
= Startwert 5 500 1

= konstantes Verhaltnis 2

Geometrische Folge

0 & [ ®
0 2
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

a) Alternierende Folgen:

Eine Folge qa,, ist alternierend, wenn ihre Glieder

Alternierende Folge

abwechselnd positiv und negativ sind, sodass

® ® a,=(-1)"r

furallen e Ngqilt:a,.1-a, <0

o Beispiel: | o
" ap = (_1)11 :

SIr
]

-1.0q7 @

T T T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

b) Eine Folge a, n € N heil3t (streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend
oder (streng) monoton fallend ist.

Eigenschaft vn € N Beispiele

(streng) monoton (a 41> ay,)

wachsend Apy1 = Ay

(An+1 < ap)

dpt+1 < Qg

(streng) monoton fallend
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

b) Monotonie von Folgen:

Eine Folge a, n € N heil3t (streng) monoton

wachsend, wenn gilt: Streng Monoton Wachsende Folge

18 an = 2n (streng monoton wachsend)
o (ans1 > ay) 161

14 -
° Qpy1 = ap

12 4

o Beispiel:
= Streng monoton wachsend : a,, = 2n
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

b) Monotonie von Folgen:
Eine Folge a, n € N heil3t (streng) monoton

fallend, wenn gilt: Monoton fallende Folge ab n > 2

1.00 A

¢ (an+1 < an) 0.75 -

n+2

=7 {monoton fallend)

dp =

0.50 1
° Opy1 = ap

0.25 7
m  0.00 1

o Beispiel: ~0.25 -

n+2

* Monoton fallend : a, = —— fiirn > 2 ~0.50

—0.75 7

—1.00 +
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

c) Eine Folge a, n € N heil3t beschrankt, wenn sie sowohl nach oben
als auch nach unten beschrankt ist.

Eigenschaft v n € N Beispiele

nach oben beschrankt a, <c c €ER
nach unten beschrankt an, = C c ER
) —C< ap=<c c>0
beschrankt
S lay| <c

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein 21



2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

Beschranktheit von Folgen:

Eine Folge a, n € N ist nach oben beschrankt,

wenn es eine Schranke ¢ € R gibt, sodass gilt:

a, < ¢

o Beispiel:

__ 10

| an_

n
= Nach oben beschrankt durch 10.

31.10.2025

Nach oben beschrankte Folge

10 +—@——————— -
B_
ﬁ_
- ® ‘a'rrzgll'rl:l
m ]
=== QDbere Schranke c=10
4_
e
]
2 - a
]
%
T T T T T T
0 10 20 30 40 50
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

Beschranktheit von Folgen:
Eine Folge a, n € N ist nach unten beschrankt,
wenn es eine Schranke ¢ € R gibt, sodass gilt:

a, = C

o Beispiel:
5

| an:_;

= Nach unten beschrankt durch -5
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2. Grundlagen von Folgen

Definition 2: Spezielle Folgen (Forts.)

Beschranktheit von Folgen:
Eine Folge a, n € N ist beschrankt, wenn es
eine Schranke c € R gibt, sodass gilt:

—c< ay=<c

S a,| < c

dp

o Beispiel:
" a, = 3 +sin(n)

Ist zwischen 2 und 4 beschrankt.

31.10.2025

Beidseitig beschrankte Folge

4.00 +-—--——-—- e e e o e e e e 0
i, [ ] ®

o ° ®

3.75 - . ]
] ]
&
3.50 A b
8 @

3.25 4 = ¢

® ap=3+sin(n) ®
3.00 { =—- Obere Schrankec=4 @ e

=== Untere Schranke c =2 ® ®
2.75 1 ° o

e ®
2.50 A o ®
® o
2.25 - & ® °
o (]
& ]

z_u[}———————' ————— *-———* B .. .

I I I I I I

0 10 20 30 40 50

n
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3. Konvergenz von Folgen

Definition 3: Grenzwert, Konvergenz, Divergenz, Nullfolge

a) Eine Folge a,, heild3t konvergent, wenn sie einen Grenzwert a € R besitzt, das heildt:

Fur alle £ > 0 existiert ein zugehoriges N(E) > 0, sodass qilt: |a,, - a|] < &€ flurallen > N(E).

Schreibweisen:

lima, =a

Nn—->0o

S a,—a

n — oo

SVE>O0INE)>O0Vn>N(E):|la,-a|l < €

Hinweis: € > 0 ist immer eine positive reelle Zahl (auch wenn noch so klein) und

n eine naturliche Zahl.
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3. Konvergenz von Folgen

Definition 3: Grenzwert, Konvergenz, Divergenz, Nullfolge (Forts.)

b) Eine Folge a,, heil3t divergent, wenn sie keinen Grenzwert a € R besitzt, das heildt:

Fur allea € R gibt es ein £ > 0, sodass es fur alle N(§) > 0einn > N(E) gibt, fur das gilt:

la, - a| = E.

lim a,, existiert nicht

n—>0o

c) Eine Folge a,, heil3t Nullfolge, wenn sie den Grenzwert a = 0 besitzt.

lima,=0&a,—0

n—->00 n— oo

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 1: Konvergenz einer Folge

. . 1
Welchen Grenzwert besitzt die Folge a,, = - ? Folge a, =1
Vermute Grenzwert a = 0. M * a=r
Beweis:
Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. 0.8 1
1 1 1
la, - a| = ‘——0‘ = H =-< ¢
n n n
0.6 1
d.h.
T L]
1
< £
& 1< ne *
1 L
< - < n 0.2 1 =
& ®
1 ..'u
...... .
<:>Tl>g | . P000eccseesvecsscccecnocsnnssee
un 1 T T T T T T
Wahle daher N(¢) = " 0 10 0 a0 50

Dann gilt fur alle n > N(€): |a, - a| < €.
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 1: Konvergenz einer Folge (Forts.)

1
Folge a,, = -
Grenzwerta =0
Somit gilt: lim 2=0
n-oon
Zum Beispiel € = 0,1

1
= N(O,l) = ﬁ =10

D.h. fiir alle n > 10 gilt— < 0,1.

31.10.2025

dn

1.0 ~

0.8

0.6

0.4

0.2 -

Folge a, =1 mit e-Schlauch

_1
an =1

=== g-5chlauch
g-Schlauch
-« Grenzwerta=20

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 2: Konvergenz einer Folge

Welchen Grenzwert besitzt die Folg

Die Folge besitzt keinen Grenzwert,
d. h. sie ist divergent.

31.10.2025

eb, =" ?

Folge b, =(-1)"
1.0
0.5
® by=(-1)
& 0.0 Haufung bei 1
Haufung bei -1
—0.5
_10 -
1 2 3 4 5 6 7 8 ]
n
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 3: Beweis Grenzwert von Folgen

Beweisen Sie, dass folgende Folgen einen Grenzwert besitzen.

a) n 3n n —>oc,>§ —4a
_ 2n+1
b) n 7 3n44
2n+1
¢ A = 3n—4
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 3: Beweis Grenzwert von Folgen

Beweisen Sie, dass folgende Folgen einen Grenzwert besitzen.

Folge a, = 23+

n+1l

1004 & e a =241
2n+1 2 oo
a) n = >— = (a —-—- &Schlauch
3n n—-oo 3 g-Schlauch
0.95 - «e:s Grenzwerta=32
0.90 -
0.85 -
.
&
0.80 -
.
0.75 - s
.
®e
.
€0.70 - .,
070 pmmmmmmm e Y PrU S T
$0000000c00000esssesnossscsnse
T e L T e P T e LT PP TP PR P PPN DRI PEPER (R ECRIEIECL LA AP
0.65 -
_E _______________________________________________________________________
T
0 10 20 30 40 50
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 3: Beweis Grenzwert von Folgen

Beweisen Sie, dass folgende Folgen einen Grenzwert besitzen.

Folge a, =20+1

in+4
————— E T ——————————————————— — ——————————————————————————————————————————— i ——————————————————
b) a 2n+1 [0 ettt b - -
—_— [ ——— -—E__;-_;,—_ﬂ_- ——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
n 3n+4 0.65 /
0.60
s 0.55
0.50
0.45 - === &-5chlauch
£-5chlauch
. Grenzwerta=%

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000
n
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 3: Beweis Grenzwert von Folgen

Beweisen Sie, dass folgende Folgen einen Grenzwert besitzen.

Folge a, =20+1

in—4
S o o a,=3%
C) a, = nt+ ——- g-5chlauch
n _ 2 - ;
3In—4 g-Schlauch
. Grenzwert a =%
S
L s
£ 7 =_._.
————————— .T ———————— —————————— N ——————————— —— ———— e ————— —
5 .......................“...........'..'..'..'.....'.!!!.P.!.Al.!!I.llll.l.ln.l.ln.-.ln-.n.nn.n.-...-.-...
_E _______________________________________________________________________
D_
&
_1—
_2_
=3 s
0 10 20 30 40 50
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3. Konvergenz von Folgen

Definition 4: Uneigentlich konvergent, (un)bestimmt divergent

a) Eine Folge (a,) heil3t uneigentlich konvergent oder bestimmt divergent, wenn gilt:

= ZujedemA€eR mitA > 0gibtesein N(A) > 0, sodass qgilt: a,, > A Vvn > N(A).

Das heildt, die Folge (a,) besitzt einen unendlichen Grenzwert + oo.

Divergenz der Folge a, = n? gegen =
2500 A

Schreibweise: lim a, = © © a, — o ¢ a-n
n—->0o n — oo
2000 1
Beispiel: '
1500 A ..
an = n2 ..
K .,'
J L ]
Grenzwert: lim n? = o 100
n—->oo .o
..
..
500 1 o
.ll.
..
000"....
0 ==-l...
0 10 2|0 30 40
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3. Konvergenz von Folgen

Definition 4: Uneigentlich konvergent, (un)bestimmt divergent (Forts.)

= ZujedemA€eR mitA< 0gibtesein N(4) > 0, sodass gilt: a,, <A Vvn > N(4).

Das heildt, die Folge (a,) besitzt einen unendlichen Grenzwert - .

Schreibweise: lim a,, = -0 & q,, — — o
n—o00 n— oo

—1000 ~
BeiSQiel: —2000 -
a, = —en ~3000 1
& —4000 -

Grenzwert: lim —e™ = —

n—-oo

—5000 ~

—6000

—7000

—8000

L}

Divergenz der Folge a, = —e" gegen -«

L]

® a,=-—el

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein

T
0



3. Konvergenz von Folgen

Definition 4: Uneigentlich konvergent, (un)bestimmt divergent (Forts.)

b) Eine Folge (a,) heif3t unbestimmt divergent, wenn sie weder konvergent noch bestimmt divergent

Ist.

1.00
PR 0.75 -
Beispiel:
. 0.50
a, = sin(n)
0.25 4

Grenzwert: lim sin(n) = kein Grenzwert ¢ 4]

n-oo
Folge ist unbestimmt divergent. ~0.251
—0.50-
075 -
1.001

31.10.2025

i

Uneigentliche Divergenz der Folge a, = sin(n)

AR

s
-

/

an = sin(n)

/

T
0.0

T
2.5

T T T T T
5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 4: Beweis einer bestimmt divergenten Folge

Beweisen Sie, dass folgende Folge bestimmt divergent ist.

Q. = 2n?+1
n 3n+4

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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3. Konvergenz von Folgen

Beispiel 4: Beweis einer bestimmt divergenten Folge (Forts.)

Was bedeutet jetzt N(A) = max(4,24) ?

. . 2
Beweis der Divergenz: a, = %ﬂ—* o
-5 o

@ a,fur =NA) o
® a,furn= N(A) i

Fur ein gegebenes A > 0 muss das kleinste n | 1o °
bestimmt werden, ab dem garantiert alle Folgenglieder " . “
grofRer als A sind. ° °
IstA = 1= NA) = 4 ;_m& __________________________ o T
IstA = 5= N(4) = 10 ‘ a
IstA = 100 = N(A) = 200 N | °

1 e Nw:mé
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 1: Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge

Eine konvergente Folge besitzt genau einen eindeutigen Grenzwert.

Einzigartigkeit des Grenzwerts

304 = e a,=2+4
=== g-Schlauch fir a
——- g-Schlauch fir a*
=+ Grenzwerta=2
2.8 1 «eas Grenzwerta'=2,5
£
FH e s B N I L e e e
P . - e P P e . = = =
a
'3
—62'4_ ————————————————————————————————————————————————————————————
]
L
2.2
¢ ®
£ L]
______________________________ .' __'”__"'--.---;___.______________--------_'
¢ e o o o o
a I I R L e
_E _______________________________________________________________________
T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 1: Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge (Forts.)

Beweis:
Sei (a,) eine konvergente Folge, die gegen den Grenzwert a konvergiert.

D.h. nach Definition fur Konvergenz:vE > 03 N,(E) > 0Vn > Ny(E):|la,-a| < €

Annahme: die Folge (a,) konvergiert auch gegen den Grenzwert a’

D.h. nach Definition flr Konvergenz: V& > 03I N,(E) > 0Vn > N,(E):|la,-a'| < €

Firn > N(E): = max(N, (g),N2 (g)) gilt:

£ £
lan - al <5  und la, - a’| <3

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 1: Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge (Forts.)

Beweis (Forts.): Untersuche den Abstand |a - a’| zwischen a und a’
la-a'|=]a —a, +a, —a|
= (@ —ay) + (an —a’)|
< |la —a,|+|a, —a'l (It. Dreiecksungleichung |x + v | < |x| + |y|)
= |a, —a| + |a,, —a’ | (wegen |x| = |—-x|Vx)
<§+§=8 (wegenlan—a|<§und|an—a’|<§)

furalle n > N(E) = max(N;(&), N, (&))
Da & beliebig klein gewahlt werden kann, folgt :

la-ad'|<€&= |la-a'|= 0= a =d
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 2: Rechenregeln fur Grenzwerte

Seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen mit dem Grenzwert lim a,, = a und dem Grenzwert
n—>00o
lim b, = b fur a,b € R. Dann gilt:

n—o>00
a) lim(a,+b,)= lima,+ limb,=a+>b
n—oo n—oo n—oo
Beispiel:
Sei lim a,, =3 und lim b, = 5, dann: lim(a,+b,) =3+5=8
n—oo n—oo n—oo

b) lim(a,—b,)= lima,— limb, =a—>b

n—oco n—oo n—oo

Beispiel:
Sei lim a, =3 und lim b,, =5, dann: lim (a,, —b,) =3 —-5=-2
n—oo n—oo n—o
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 2: Rechenregeln fur Grenzwerte (Forts.)

¢) lim(a,- b,)= lima,- limb,=a-b

Nn—->00 n—->00 n—->00

Beispiel:

Sei lim a,, =3 und lim b, =5, dann: lim(a, - b,) =3-5=15
n—oo n—oo n—-oo

_ a lim an, a
d) lim (—”) =122 _ =— wenn b, #0VneNundb # 0

n—oo \bp r}l_)rgo by b
Beispiel:
. . . a 6
Sei lim a,, = 6 und lim b, = 2, dann: lim (—") =-=3
n—oo n—oo n—-oo \by 2
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4. Grenzwerte von Folgen
Satz 2: Rechenregeln fur Grenzwerte (Forts.)

e) lim |a,| = |aq|

n—>00

Beispiel:
Sei lim a, = —4, dann: lim |a,| = |—4| =4
Nn—->00

n—>00

f)  Wenn a, < b, fur fastalle*ne N, d. h.vnabeinemn, € N,danngilta <b»b
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 2: Rechenregeln fur Grenzwerte (Forts.)

g FurAeRundA+#0gilt: imA-a,=A-lima,=A-a

n—-00 n—>00

Beispiel:
Sei lima, =3 und A=2,dann: Ilim2-a,=2 -lima,=2-3=6
n—>00 n—>00 n—>00
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4. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 5: Ermitteln der Konvergenz mit Rechenregeln fur Grenzwerte

2_
Gl 1). Ist diese Folge konvergent?

Betrachten wir die Folge (a,) = (W

Anwendung der Rechenregeln fur Grenzwerte:

_ . 2n“-3 — ( )
lim a, = lim (m) ,l‘i‘&o( ))

o
i () = i ()

lim (2 - iz)
— n—->00 n

- : ,
%L“é‘o(“z‘niz) (Anwendung: Satz 2 d)
lim (2)— lim ( 32)
= — 2R R (Anwendung: Satz 2 a und b)
Jim (3)+ lim () - lim (-7 )
_ 2-0 _ 2
" 3+0-0 3
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4. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 5: Ermitteln der Konvergenz mit Rechenregeln fur Grenzwerte

Sind die nachfolgenden Folgen (a,) konvergent? Berechnen Sie den Grenzwert mit Hilfe der
Rechenregeln fur Grenzwerte.

__2n+1
a) an _-3n—4
» a _ 3n3-4n%+7n -1
n " _5n3+2n2-8n
) a 3n3-4n2+7n -1
C pr—
n —5n%+2n2-8n
3n*—4n?+7n -1
d) an =

—5n3+4+2n2-8n
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 3: Konvergenz fur Polynome

Fur Polynome

r S
P(n) = Z pn® =po +pn+p,n?+ ..+pn"und Q(n) = g n’

k=0 k=0
(mit p,, # 0 und q5 # 0) gilt:
(signZr . i
o sign'_- - © furr >s 1 fir x> 0
111_1)130@ = { Pr firr=s mit sign(x) := 0 firx=0
ds ) —1 fur x <0
. 0 furr<s
31.10.2025
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4. Grenzwerte von Folgen

Definition 5: Teilfolge

Seien (a,) eine beliebige Folge und (m,,) mit my; < m; < m, <... eine streng monoton wachsende

Folge naturlicher Zahlen.

Dann heillt die Folge (b,,) mit b, := a,, Teilfolge von (ay).

by, = (amn) = (Amyr Amyr Amys )
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4. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 6: Teilfolge

Wie kann ich aus einer Folge naturlicher Zahlen (a,,) eine Folge (b,;) machen, die nur gerade
natdrliche Zahlen beinhaltet?

Sei (a,;) = (n).

Wahle eine Hilfsfolge m,, = (2n) = (2,4,6,8,...).

FUr n €N ergibt sich fur:

n=1 m=2-1=2 n=3 my3=2-3=6 n=5 mg=2-5=10
n=2:my,=2-2=4 n=4 my=2-4=8 n=6 mg=2-6=12

Daraus ergibt sich laut Definition die Teilfolge:

(bn) — (aZn) — (Clz, Ay, 0e, Ag, )
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 4: Konvergenzkriterien fur Folgen

a)

b)

Wenn eine Folge konvergent ist, dann ist sie beschrankt.

Wenn eine Folge eigentlich oder uneigentlich konvergent ist, konvergiert jede Teilfolge
(eigentlich oder uneigentlich) gegen den gleichen Grenzwert wie die Folge selbst.
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4. Grenzwerte von Folgen

Satz 5: Konvergenz von beschrankten Folgen

a) Wenn eine monoton wachsende Folge nach oben beschrankt ist, dann ist sie konvergent.
b) Wenn eine monoton fallende Folge nach unten beschrankt ist, dann ist sie konvergent.

Monoton wachsende, beschrankte Folge a, =1 -1 Monoton fallende, beschrankte Folge b, =1
B B s e e e e 1.0 by=%
e 8 ® o 0o o @ ¢« & @ -—- Grenzwert b =0
e ©
° L]
.
0.8 @ 0.8
.
]
0.6 - 0.6 -
© . S
0.4 0.4
0.2 0.2
® ap= l—%r
0.0+ = === Grenzwerta=1 a L S e B e e e B
T T T T T T T T T T T T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
n n
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5. Grenzwerte von Folgen

Definition 6: Rekursive Folge

Eine Folge (a,) heildt rekursiv , wenn ihr n-tes Gleid a,, in Abhangigkeit von den vorherigen Gliedern
a,, a,, ... definiert wird.

Beispiel: Fibonacci-Folge:

g = 1, furn < 2,
" a1+ an_y, sonst

a3=a3_1+a3_2=a2+a1=1+1=2
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Bewelis der Konvergenz einer rekursiven Folge

Die Folge (a,,) sei definiertdurcha, = 1und a,.; = az—" + 1 fiirn € N,

Ermitteln Sie, falls existent, den Grenzwert der Folge.

1. Schritt: Annahme: die Folge konvergiert gegen a

Schritt: Beweise unter der Annahme von Schritt 1 die Beschranktheit der Folge
Schritt: Beweise unter Verwendung von Schritt 2 die Monotonie der Folge
Schritt: Beweise unter Anwendung von Satz 5, dass ein Grenzwert existiert
Schritt: Berechne den Grenzwert der Folge, falls Schritt 4 erfullt ist.

o > w b
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

a; = lunda, ;1 = %+1fﬁrn€N.

Voruberlegung: Wie sehen die ersten Glieder der Folge aus?

_ 1. _ . _ @ _1 _3
n—l.a1+1—a2—2+1—2+1 »
> 3\ 1 3 7
n=2 Gy =a=2+1=2+1=(3) J4+1=241=1
7
Tl=3:a3+1=a4=%+1:%+1:G).%+1:§+1:§
15
ayq

n=4:a,,1 =0asg =

= Behauptung: Folge ist streng monoton wachsend
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)
a, = 1und An+1 = %+1furnEN

Rekursive Folge a; =1,a, =23 +1

2-0_ & alzl'anzilz__l_l_l + ._—-‘
1.8
1.6
G
1.4
1.2 1
1.0 -
T
1 2 3 4 5 3] 7 8 9 10
n
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

a; = lunda, ;1 = %+1fﬁrnEN.

1. Schritt: Annahme: Die Folge konvergiert gegen a

Annahme: lim a, =a bzw. lim a,,; =a

Nn—>0o n—->0o

. . . a’Tl a
= a = lim a, = lim a,,; = lim (—+1)=§+1

n—0o n—>00 n—>00

Einsetzen und auflosen:

a=-+1]-2
2
S 2a=a+2| —a
S a=2

Wenn die Folge konvergiert, dann gegen den Grenzwert a = 2.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

2. Schritt: Beweise unter Verwendung von Schritt 1 die Beschranktheit der Folge

Behauptung 1: Folge ist beschrankt durch 2, d.h.a, <2VneN

Beweis: Durch vollstandige Induktion

Induktionsanfang fur n = 1;

a1 — 1 < 2
Induktionsvoraussetzung: a, < 2
Induktionsbehauptung: Ay < 2
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

2. Schritt: Beweise unter der Annahme von Schritt 1 die Beschranktheit der Folge

Induktionsschritt n —> n + 1:

+1 da a,, < 2 nach Induktionsvoraussetzung

= Die Folge (a,,) ist nach oben beschrankt durch 2.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

3. Schritt: Beweise unter der Annahme von Schritt 2 die Monotonie der Folge

Behauptung 2: Die Folge (a,) ist monoton wachsend
d.h. zeige,dass a,,;1 = a, ©® apy1 —a, =0

> =0 da a,, < 2 gemald Schritt 2

= Die Folge (a,,) ist monoton wachsend.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

4. Schritt: Beweise unter Anwendung von Satz 5, dass ein Grenzwert existiert

Nach Schritt 2 ist die Folge (a,) nach oben beschrankt durch 2.
Nach Schritt 3 ist die Folge (a,,) monoton wachsend.
Also gilt nach Satz 5 a), dass die Folge (a,) konvergent ist und somit lim a,, = a existiert.

n—00
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 7: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)
5. Schritt: Berechne den Grenzwert der Folge, falls Schritt 4 erfullt ist.
Laut Schritt 4 existiert ein Grenzwert a.

Berechne den Grenzwert mit Hilfe der Rechenregeln fur Grenzwerte (vgl. Schritt 1)

Nach Schritt 4 gilt: a = lim a, = lim a,,;4 = lim (az—" + 1) = %+ 1

n—oo n—oo n—oo

Einsetzen und auflosen:
a

a=—-+1]|-2
2
S 2a=a+2| —a
S a=2
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5. Grenzwerte von Folgen
Beispiel 8: Bewelis der Konvergenz einer rekursiven Folge

4

Ermitteln Sie, falls existent, den Grenzwert der Folge.

Die Folge (a,) sei definiert durch a; = 3,a,41 =

furn € N.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 8: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

Graphische Darstellung der Folge:

31.10.2025

an

Rekursive Folge a; =3,a,41 = 251—1
3.0 1 31:3'5."_1:2&.-.—1
2.5 1
2.0
1.5 A
1.0 A
0.5 -
0.0 -
-0.5 - . .
' |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
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5. Grenzwerte von Folgen
Beispiel 9: Bewelis der Konvergenz einer rekursiven Folge

Die Folge (a,,) sei definiert durch a; = 3,a,,,1 = 4“’2‘“ firn € N.

Ermitteln Sie, falls existent, den Grenzwert der Folge.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 9: Beweis der Konvergenz einer rekursiven Folge (Forts.)

Graphische Darstellung der Folge:

Rekursive Folge a; = 3, a1 =222

""ﬂn_].
1750 1 —@— a1=3,dn:1= -5 —
1500 -
1250 -
1000 -

T
750 -
500 -
250 -
0 L I &
T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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5. Grenzwerte von Folgen

Definition 7: Intervallschachtelung (IS)

Sei (I,,) eine Folge von abgeschlossenen Intervallen mit I, = [a,, b,,]. Wir nennen (I,,) eine

Intervallschachtelung, wenn qilt:

o I, CI, VnEN

e lim|l,|= lim(b, —a,)=0
n—o>00

n—>00
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 10: Intervallschachtelung (IS)

Sei I, = [a,, b,] eine Folge mit

Symmetrische Intervallschachtelung um a = 0.5

1 1 o 0.40 0.60
a, = (05 — - und b, = | 0.5 + " D_; -
9 1 *—s
Dann ist: ° D;__:M
1 1 a * *
]n = [an’ bn] = 0.5 — E ,1 0.5 + E ;% - 033 0.67
% | 0.30 0.70
L= (05 —1),(05+7)| = [-05,15] § o] Lo
1 1)’ 1/ ] wdy L 34 ® °
L:= (05 —3),(05+3)| =[0,1] 2 ! ?
2 2/ 11 % .
13 — (O 5 _ %) , (0 5 _|_ %): — [0.16 . 0.83 ."] —0:50 —{]:25 D.IOD D.I25 Zahlg.r;SaDChse D.I?'S l.(I)D l.l25 l.ll:)O
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5. Grenzwerte von Folgen

Satz 6: Eigenschaften einer Intervallschachtelung

Fur eine Intervallschachtelung (1,,) mit I, = [a,, b,] qilt:

a)

Die Folge (a,) der Untergrenzen ist monoton wachsend und nach oben (durch b;) beschrankt und

somit nach Satz 5 (Konvergenz beschrankter Folgen) konvergent.

Die Folge (b,,) der Obergrenzen ist monoton fallend und nach unten (durch a,) beschrankt und somit

nach Satz 5 (Konvergenz beschrankter Folgen) konvergent.
Die Folgen (a,,) und (b,,) besitzen den gleichen Grenzwert c, fur den qilt: ¢ € I, fir allen € N.
Zu jedem & > 0 gibt es ein zugehoriges N(e) > 0, sodass qilt: I, € (c — &, ¢ + €) fur allen > N(¢).

Es gibt keinen anderen Punkt ¢c' # ¢ mit den Eigenschaften c) und d). Deshalb wird der Punkt ¢ durch

die Intervallschachtelung eindeutig definiert.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 11: Wurzelberechnung durch Intervallhalbierung (Bisektionsverfahren)

e Das Bisektionsverfahren ist ein Verfahren der Mathematik und Informatik, das zur
naherungsweisen Berechnung von Werten verwendet werden kann.

e Es wird auch Intervallhalbierungsverfahren genannt.

e Funktionsweise:

= 1. Schritt: Teile ein Anfangsintervall in zwei Halften.
= 2. Schritt: Wahle dasjenige Teilintervall aus, in dem der gesuchte Wert liegen muss.
= 3. Schritt: Wiederhole Schritt 1 und Schritt 2 fur dieses Teilintervall, bis das Intervall ausreichend klein ist.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 11: Wurzelberechnung durch Intervallhalbierung
(Bisektionsverfahren) (Forts.)

Sei x > 0 fest vorgegeben.
Definiere eine Intervallschachtelung mit I; = [aq,b;] = [0,x + 1]
und fur n e N:

1
® (p =E(an+bn)

lan, cn] raiis x<c2 (d.nvx<cy)(1)

o Iny1 = lans1,bniq] = {[Cn' b, | sonst (d.h/x >cp) (2)

Aufgrund der Definition gilt v/x € I, VneN.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 11: Wurzelberechnung durch Intervallhalbierung
(Bisektionsverfahren) (Forts.)

Berechnen Sie konkret /2 mit Hilfe des Bisektionsverfahrens
Das Startintervall sei I; = [a{, b;] = [0, 3]

1. lteration: I; = [aq, b,] = [0, 3]
¢, =>(a;+b) =-(0+3) =15

= c2 =(15)?=225>2=x,wegenx < c2istv2 €[0,1.5] (c, ist neue obere Schranke)

2. lteration: I, = [a,, b,] = [a4,c;] = [0, 1.5]
c; = (az + by) =-(0+ 1.5) = 0.75
= cZ = (0.75)?= 0.5625 < 2 = x , wegen x > c2 ist V2 € [0.75,1.5](c, ist neue untere Schranke)
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 11: Wurzelberechnung durch Intervallhalbierung
(Bisektionsverfahren) (Forts.)

3. lteration: 13 = [ag, b3] [Cz, bz] [0 75 1. 5]
c3 = (az + by) =2 (0.75 + 1.5) = 1.125
= cZ = (1.125)%?= 1.265625 < 2 = x , wegen x > c2 ist V2 € [1.125,1.5]

10. lteration: Iy = [ayq, b1g] = [Cor bio] = [1.412109375, 1.41796875]

€10 = 7 (@10 + byo) =3 (1.412109375 + 1.41796875) = 1.4150390625

= ¢, = (1 4150390625 )2=2.00225>2 =«
wegen x < c¢2 istvV2 € [1.412109375,1.4150390625 ]

Ergebnis nach 10 lterationen:
V2 € [1.412109375,1.4150390625 ] = V2 =~ 1.41
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 11: Wurzelberechnung durch Intervallhalbierung
(Bisektionsverfahren) (Forts.)

Intervallschachtelung zur Berechnung von V2

h
3.0 - 9 -—- V2 =1.41421

2.5 7

2.0 1

_ I i ! |
e M  S— — I _______ —— | E— e 7 ase— P s

Intervallgrenzen

1.0 4

0.5

0.0 L L

T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Iteration n
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 12: Wurzelberechnung mit dem Heron-Verfahren

Sei x > 0 fest vorgegeben.

Definierea; = x +1unda,;; = %(an + ai) fr n e N.
n

e Funktionsweise:

= 1. Schritt: Starte mit der Anfangsannaherung a; .
= 2. Schritt: Berechne mit a,,,; die nachste Annaherung.
= 3. Schritt: Wiederhole Schritt 2, bis die gewlnschte Genauigkeit erreicht ist.
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 12: Wurzelberechnung mit dem Heron-Verfahren (Forts.)

Berechnen Sie konkret 2 mit Hilfe des Heron-Verfahrens.
1. lteration: Anfangsannaherung
a, =x+1=2+1=3

2. lteration:
ay = (a1 + ail) =~(3 +2) = 1.8333333333333333
3. lteration:
a; =3 (a; + aiz) = ~(1.8333333333333333 + — ) = 1.4621212121212122
4. |teration:
a, =3 (as+ ai3) = 1.414998429894803
5. lteration:
as =3 (as + a%) = 1.4142137800471977
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 12: Wurzelberechnung mit dem Heron-Verfahren (Forts.)

10. Iteration:

azo =75 (a9 + —) = 1.414213562373095

Qg

Ergebnis nach 10 Iterationen:
= V2 = 1.414213562373095

Genauigkeit von bis zu 15 Stellen!
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 12: Wurzelberechnung mit dem Heron-Verfahren (Forts.)

Heron-Verfahren mit a; = x + 1 zur Berechnung von v2

——&— an (Heron-Folge)
-—- V2 =141421
as a5 a7 ag da 10 11
o o i o - o o-—-
T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 i a8 9 10 11
lteration n
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 13: Bisektionsverfahren vs. Heron-Verfahren

Was konvergiert schneller gegen den Wert von v2 = 1.41421356237309504880168872420977?

m Bisektionsverfahren Heron-Verfahren

1 [0.0000000000, 3.0000000000]

2 [0.0000000000, 1.5000000000] 1.8333333333333333
3 [0.7500000000, 1.5000000000] 1.4/621212121212122
4 [1.1250000000, 1.5000000000] 1.414/998429894803
5 [1.3125000000, 1.5000000000] 1.41421j7800471977
6 ]1.4062500000, 1.5000000000] 11.414213562373[1118
7 11.4062500000, [1.4531250000] 1.414213562373095
8 11.4062500000, [1.4296875000] 1.414213562373095
9 11.4062500000, [1.4179687500] 1.414213562373095
10 1.4121093750, |1.41/79687500] 1.414213562373095
11 11.4121093750, |1.41/50390625] 1.414213562373095
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 1: Ungleichung von Bernoulli
Firn €N, a € R, a=> —-1qiltt 1+a)"> 1 + na.
Daraus folgt:

FUr x = 0und n € N gilt:
x">1+ n(x—-1)

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 2: Binomialtheorem

FlUra, b € Rqilt:

(a +b)°
(a + b)?!
(a + b)?
(a + b)3

31.10.2025

1

1a'bh® + 1a°b?

1a%b° + 2a'b! + 1a°b?

1a3b® + 3a?b! + 3alb? + 1a°h3
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 2: Binomialtheorem (Forts.)

_m Anzahl Terme

(a+b)° = 0 O+1="1
(a +b)! = 1a1b° + 1a%b? 1 1+41=2
(a+b)?> = 1a*b° + 2a'b! + 1a°b? 2 2+1=3
(a+ b)3 = 1a®b° + 3a?b! + 3alb? + 1a°b3 3 3+1=4
n n+1
+ - + =
Summe Exponent: a’*b’ + 3a’b' + 3a'b? + 1a°b?
Exponent a: 3 2 1 0
Exponent b: 0 1 2 3
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 2: Binomialtheorem (Forts.)

Binomialkoeffizienten sind symmetrisch: Das Pascalsche Dreieck

n=0 1

n="1 1 1

n=2 1. +(2) 1

n=3 1 33 1

n=4 1 4 6 4 1
n=5 1 5 10 10 5 1

(a+ b)3 = 1a3b°® + 3a?b! + 3a'b? + 1a°b3
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 2: Binomialtheorem (Forts).

Somit gilt:
n n
n o_ n kn—k_zn n—kpk
(a+b) —Z(k)ab = (k)a b* vneN
k=0 k=0
WM\ n! _ n(n-1)(n-2)..(n-k+1) _ n(n-1)(n-2)..(n—k+1) .. _
mit (k)  kl(n-k)! k(k-1)(k-2)..1 K! firk=1,..n
und (7) = (") =1 (Binomialkoeffienzienten, vgl. Pascalsches Dreieck)

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 14: Binomialtheorem

Berechnen Sie die erste binomische Formel mit n = 2 mit dem Binomialtheorem.

(a +b)? = Z (i) a’kpk
2 2 2
— <O) aZ—ObO + <1> a2—1b1 + <2> a2—2b2

1a?b® + 2alb! + 1 a®h?

a’ + 2ab + b?

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 3: Fakultat

Far alle k e N qilt:

31.10.2025

k'=1:2-3:-4---k>1:2-2:2+..-.2 =2k"1

Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 4: Geometrische Summe

Fur alle n e Ny und g + 0 gilt:

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 5: Rechenregeln fur Potenzen

FirnmeN,a,beR qilt:

a) Nullpotenz:
a’® =1

b) Negativer Exponent: mita # 0

an

c) Multiplikation:

m+n

a™.-a* =a

d) Division: mita # 0

31.10.2025

m -—-n

Beispiel: 20 =1

Beispiel:

Beispiel:

Beispiel: —

Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Lemma 5: Potenzrechenregeln (Forts.)

FirnmeN,a,beR qilt:

e) Potenz
(a-b)" =ab" Beispiel:

f)  Quotient mit b # O:

n

(%)n _ (Z_n) — qah~ " Beispiel:

(2-5)3=23.53=8-125 = 1000

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 16: Zinseszinsformel und die Eulersche Zahl e

Gegeben sei ein Anfangskapitel K > 0 (z.B. K = 1000) und ein jahrlicher Zinssatz p > 0 (z.B. p =
0,05).

o Bei Jahrlicher Verzinsung betragt das Kapital nach:
1. Jahr: Ki=K+K-p=K»Q+p)!
K, = 1000(1 + 0,05)! = 1050€
2. Jahr: K, = K(1 + p)?
K, =1000(1 + 0,05)? = 1102,50€
n Jahren:

K,= K{Q+p)"firneN

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 16: Zinseszinsformel und die Eulersche Zahl e (Forts.)

o Bei monatlicher Verzinsung betragt das Kapital nach:
1
1. Monat: K, =K+ K-£=K(1+£)
12 12

1
Ky = 1000 (1+22) =1004,17

2. Monat: K, =K (1 + %)2

2
K, = 1000 (1+22) =1008,35¢€

n Monaten:
p n
K= K(1+2) firneN

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 16: Zinseszinsformel und die Eulersche Zahl e (Forts.)

o Beitaglicher Verzinsung betragt das Kapital nach:

1
D P _ p
1.Tag: Ky =K+ K- = K(1+365)

1
Ky = 1000 (1+22) = 1000,14

2.Tag: K, = K(l + 3%)2

2
K, = 1000 (1 +2—255) = 1000,27

n Tagen:
p n
K= K(1+2) firneN
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5. Grenzwerte von Folgen

Beispiel 16: Zinseszinsformel und die Eulersche Zahl e (Forts.)

o Bei kontinuierlicher Verzinsung betragt das Kapital nach einem Jahr:

e = lim K(1+%)n=l(lim (1+%)n

n—>00 n—>00

Speziell fur K=1und p = 1:
: 1\" : 1\
e=lim1(1+7) = lim (1+7)

sofern diese Grenzwerte existieren.

— Mit Hilfe von Satz 5 (Konvergenz beschrankter Folgen) wollen wir nun beweisen, dass die Folge

1\" /n+1\"
a, = 1+E = n

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 1:

Welche Aussagen sind richtig?
a) Jede beschrankte Folge ist konvergent.
b) Eine Folge kann gleichzeitig arithmetisch und geometrisch sein.

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein

94



5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 2:

Welche Eigenschaften besitzen die Folgen:
a) a, =2n+3

b) a, = 3"
— n
c) An = ( 1)
R/
31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 3:

Untersuchen Sie die nachfolgende Folge auf Konvergenz.

b)

31.10.2025

. 2n% — 3
Un = 3n2+4+2n—1

Ermitteln Sie den moglichen Grenzwert mit Hilfe der Rechenregeln fur Grenzwerte.
Beweisen Sie den in a) ermittelten Grenzwert mittels Grenzwertbeweis.

Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein

96



5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 4:

Berechnen Sie die Grenzwerte der nachfolgenden Folgen.

14
2 An =
n
b) b, = —
) n n+1
ent+3n2+2

C C
) N 7n4412n3+n

31.10.2025
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 1: Musterlosung

a) Falsch:
Eine beschrankte Folge muss nicht konvergent sein. Gegenbeispiel a,, = (—1)", diese ist
beschrankt, aber nicht konvergent.

b) Richtig: Eine konstante Folge ist sowohl arithmetisch (mit d = 0) als auch geometrisch (mit q = 1).

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 2: Musterlosung

Welche Eigenschaften besitzen die Folgen? Begrunden Sie Ihre Aussagen:
a) a, =2n+3

= Arithmetisch: Ja, die Folge ist arithmetisch, weil der Unterschied zwischen aufeinanderfolgenden Gliedern

konstant ist. Der Unterschied ist d=2.
= Monotonie: Streng monoton wachsend, weil der Unterschied zwischen den Gliedern immer positiv ist.
= Beschrankt: Nein, die Folge ist unbeschrankt, da die Werte mit zunehmendem n immer grol3er werden.
= Geometrisch: Nein, da die Folge nicht die Form a,,,; = q - a, hat.

= Alternierend: Nein, da die Folge nicht zwischen positiven und negativen Werten wechselt.
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 2: Musterlosung

b)) a, = 3"
Arithmetisch: Nein, diese Folge ist nicht arithmetisch, da der Unterschied zwischen aufeinanderfolgenden

Gliedern nicht konstant ist.

o Monotonie: Streng monoton wachsend, weil jeder nachfolgende Wert der Folge grofer ist als der vorherige.

Beschrankt:
Die Folge a,, = 3™ ist nach unten beschrankt (der kleinste Wert ist 3 flrn = 1).

Sie ist unbeschrankt nach oben (da die Werte mit wachsendem n unendlich grold werden).

o Geometrisch: Ja, diese Folge ist geometrisch, da sie die Form a,,.;, = q-a, hat, mitq = 3.

e Alternierend: Nein, da die Folge immer positive Werte hat.
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 2: Musterlosung

c) QAp = (_1)11
o Arithmetisch: Nein, diese Folge ist nicht arithmetisch, da die Differenz zwischen aufeinanderfolgenden

Gliedern nicht konstant ist.

o Monotonie: Nicht monoton steigend oder monoton fallend, da die Folge abwechselnd positive und negative

Werte hat und somit alternierend ist.
o Beschrankt: Ja, die Folge ist nach oben und unten beschrankt, da die Werte immer zwischen 1 und -1 liegen.
o Geometrisch: Jamitq = —1.

o Alternierend: Ja, die Folge ist alternierend, da ihre Glieder immer zwischen 1 und -1 wechseln.
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5. Kontrollaufgaben
Kontrollaufgabe 2: Musterlosung

d) a, =n?

Arithmetisch: Nein, diese Folge ist nicht arithmetisch, da der Unterschied zwischen
aufeinanderfolgenden Gliedern nicht konstant ist.

Monotonie: Diese Folge ist streng monoton wachsend.
Beschrankt: Nein, die Folge ist nach oben unbeschrankt.

Geometrisch: Nein, diese Folge ist nicht geometrisch, da der Quotient der
aufeinander folgenden Glieder nicht konstant ist.

Alternierend: Nein, die Folge ist nicht alternierend, da sie immer positive Werte
hat.
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 2: Musterlosung

Zusammenfassend:

Streng Streng
monoton monoton Alternierend
wachsend fallend

a, =2n+3 Ja Nein Ja Nein Nein

a, = 3" Nein Ja Ja Nein Nein

a, = (=" Nein Ja Nein Nein Ja

a, = n? Nein Nein Ja Nein Nein

31.10.2025 Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein

Nach oben

beschrankt

Nein
Nein
Ja
Nein

Nach unten
beschrankt

Ja
Ja
Ja
Ja
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 3: Musterlosung

2 @, ::( 2n?-3 )

3n2+2n-1

3
. . 2n2_3 . nZ(Z—W) . n2(2——

lim a,, = lim 2+ on—1,) - Alm 5 1 = Alm T

n (3+n2 nz) S+ nz)
3 . 3 . .3

N lim (2-3) am 2 - lm oz 2-0 2
= 1m = = = = —
n—-oo __i : z_i : : E_- i 3+40—-0 3

S+p -/ Jm(3+7-7) Jm3+ lim S —lim o
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 3: Musterlosung

b) Grenzwertbeweis

= (

(aus a))

2n® — 3 > 2

In2+2n—-1)'%7"3

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Voruberlegung zur Wahl von N(&):

kﬁz_ al

31.10.2025

2n2—-3 2 3(2n% — 3)

23n* +2n—-1)|

3n?+2n—-1 3

(6n* —9) — (6n* +4n —2)|
33n2+2n—1) B

3(3n?+2n—-1)

in+7 5n 5
< — = —<c¢

IN2+6n-3 o 9n2 w 9n
nz7 n=0
(1)

(—1)(4n+7) | _ 4n+7 .
3(3n%+2n-1) 3(3n%+2n-1)

()da,4n+7 <5nflirn=7

Marina Burdack, M.Sc., Prof. Dr. habil. Christian Heinlein

33n2+2n—1) 3(3n%2+2n-1)

3(2n? —3) — 2(3n2 + 2n — 1)
3(3n?2 +2n—1)

—4n —7

6n2—9—6n2—4n+2‘_‘

3(3n*+2n—-1)
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 3: Musterlosung

5 i} .
o < ¢ fir n = 7 nach ¢ auflosen:

5<
On ¢

S 5<e-9n

5<
@_
O¢ n

Wahle daher N(€) = max(7, ).

Dann gilt fir alle n > N(&) aufgrund der Voruberlegung |a, — a| < €&.
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5. Kontrollaufgaben

Kontrollaufgabe 4: Musterlosung

Berechnen Sie die Grenzwerte der nachfolgenden Folgen.

= limZ2=14.- limi=14.0=0

14 ;
a) ap,=—= lima, =
n n—oo n-oo n n-oon
n . : n n(1) lim 1 1
b) b, =——= lim b, = lim — = lim =2 —— = =1
n+1 n—oo n-oo n+1 n—oo n(1+—) lim 1+ lim = 14+0
n n—-o0 n-oon
6n*+3n2+2 . . 6n*+3n2+2 6
c) Cp = -— = lim ¢, = lim — ==
7n*+12n3+n n— oo nooo 7n*+12n3+n 7
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Vielen Dank fur lhre Aufmerksamkeit
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