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10. Ubungsblatt (19. Juni 2017)

Aufgabe 25: Taylorpolynome und -reihen

a) Wie lauten die Ableitungen ﬂk)(x) der Funktion f(x) = cos x?
Wie lauten ihre Werte f(k)(O) an der Stelle 0?
Wie lautet die Taylorreihe der Funktion?
&SN

o f/(x)=—sinx, f’(x)=—cosx, fx)=sinx, fPx)=cosx = f(x)
e f2O(x)= (=1 cosx,d.h f0) = (D fiirk=0,1,2,...
o 25Dy = (=D sinx, d.h. f2*D0)=0firk =0,1,2, ...

=
=N

c fy =y DOk i(fz“w) 2k, 1200 2k+1) Z o E g
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&

b) Gegeben sei die Funktion f(x) =In (1 + x) fiir x > —1.

(i)  Zeigen Sie durch vollstindige Induktion: f%(x) = (~1)F"! Ef - li,i firk=1,2,...

(S
Induktionsanfang k =1:

D) = fi(x)= 17 = (D' (1 x; = Behauptung fiir k = 1

Induktionsschritt K — k + 1:

k+D oy _ (k) kl(k 1) k-1 _ k
40 = (#9) = (D =D = D = D

1+x (1

a+ )k+l =
Behauptung fiir k + 1
&

(il))  Geben Sie fiir die Funktion f das Taylorpolynom n-ten Grades an!

N
F20) = f(0)=In1=0

00 = (D! (" O)k Lo DM (= D) fiirk = 1,2, .
_ n f{k)(o) k n ( 1)k l(k ) n k 1 k B xZ x3 B x4 n

k=0 k=1 k=1

&
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(iii) Geben Sie das zugehorige Restglied R, (x, £) an und zeigen Sie, dass es fiir x € [0, 1] gegen 0 geht!

ESY
I A G I TS PN A G Vs ( x )"+1
Rulx, o= =D i ar o ari\1re) 0
da %ﬁ e [0, 1] fiir x € [0, 1] und & € (0, x)
&
(iv) Welche Reihe ergibt sich konkret fiir x = 1?

SN

_ RN VAT ST S S G
ln2—f(1)—kzz‘,l 1" =1 2+3 IR
d. h. der Wert der alternierenden harmonischen Reihe ist In 2.
&

Aufgabe 26: Ableitung der Umkehrfunktion
Die Funktion arcsin x ist die Umkehrfunktion der Funktion sin x, wenn man diese auf das Intervall [— g , g ] ein-

schrinkt, d. h. es gilt: sin arcsin x = x.

a) Wie lautet der Definitions- und Wertebereich der Funktion arcsin x? Skizzieren Sie die Funktion!
(SN

Definitionsbereich D = [-1, 1], Wertebereich W =

—

T T
—-—, =

&

L

Nyt

b) Zeigen Sie durch Anwendung des entsprechenden Satzes der Vorlesung: (arcsin x) =

(Hinweis zur Vereinfachung des resultierenden Ausdrucks: cos = \1 — sin’ o)

LS
Fiir f(x) = sin x gilt: f’(x) = cos x, fl(x) = arcsin x

1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
(f )(x) - F(F) ~ flarcsinx)  cosarcsinx \/1 _ sin® arcsin x - 1= 2
&

Aufgabe 27: Regeln von Bernoulli und de I’Hospital

Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte!

. 1
a) lim o
x—=1x-1

S
Zizhler und Nenner gehen fiir x — 1 beide gegen 0.
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In = .
1 L = lim £ =1lim=-=1
x—lx—=1 x—l11 x—1 X
&

b) lim cosx —1

x—=0 x?

™

Zihler und Nenner gehen fiir x — 0 beide gegen 0.
. cosx—1 . —sinx . —COSX 1

lim ———— = lim = lim =—=

x—0 X x—0 2x x—0 2 2

&

¢) lim xInx
x—0+

A5
Nach der Umformung in einen Bruch gehen Zihler und Nenner fiir x — 0+ beide gegen = oo.
1

. . Inx . - .
lim xInx = lim == lim & = lim (-x) =0
x—0+ x>0+ - x—0+ = x—0+
X
&

X -5x2+3x-7

d) lim
x—e X2 +2x-1
™
Zihler und Nenner gehen fiir x — o beide gegen oe.
X =5x+3x-7 _ . 3x"-10x+3 _ .. 6x-10
Iim=—— """ " =1lim ———" "~ = lim = oo
x—e0 X2 +2x-1 X—>o0 2x+2 X—>o0
&
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